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O wybranych warunkach współczynnikowych dla zespolonych funkcji
harmonicznych

Niech ∆ = {z ∈ C : |z| < 1}. Rozważmy zespolone funkcje harmoniczne w ∆
postaci

f = h+ g, h(z) = z +
+∞∑
n=2

anz
n, g(z) = b1z +

+∞∑
n=2

bnz
n, z ∈ ∆, |b1| < 1.(1)

Niech VH oznacza klasę funkcji postaci (1), dla których b1 ∈ [0, 1) oraz istnieje
∅ ∈ [0, 2π), φ = φ(f), takie, że an = −|an|e−1(n−1)φ, bn = |bn|e−i(n−1)φ, n = 2, 3, ....

W pracy [JS] autorzy badali pewne warunki gwiaździstości funkcji klasy VH .
Okazuje się, że główne twierdzenie tej pracy można nieco uogólnić. W referacie
przedstawimy m. in.

Twierdzenie 1. Jeśli funkcja f postaci (1) należy do klasy VH i spełnia warunek
|g′(z)| < |h′(z)|, z ∈ ∆, to

+∞∑
n=2

n(|an|+ |bn|) ¬ 1− |b1|.(2)

Wiadomo ([AZ], [S], [SS]), że warunek (2) implikuje gwiaździstość obrazu każ-
dego koła ∆ = {z ∈ C : |z| < r}, r ∈ (0, 1), przy odwzorowaniu f postaci (1).

Z gwiaździstością funkcji związane jest także następne twierdzenie.

Twierdzenie 2. Jeśli funkcja f postaci (1) spełnia warunek
+∞∑
n=2

(n|an|+ (n+ 2)|bn|) ¬ 1− 3|b1|,(3)

to
∣∣∣f•(z)
f(z) − 1

∣∣∣ < 1 dla z ∈ ∆ \ {0}, gdzie f •(z) = zh′(z)− zg′(z), z ∈ ∆.

Wniosek. Jeśli funkcja f postaci (1) spełnia warunek (3), to 0 < ∂
∂θ

(arg f(reiθ)) <
2, r ∈ (0, 1), θ ∈ [0, 2π).

Prezentowane zagadnienia stanowią poszerzenie wyników uzyskanych wspólnie
z Profesorem Z. J. Jakubowskim i przedstawionych podczas XI Środowiskowej Kon-
ferencji Matematyczno-Informatycznej w Chełmie ([JŁ]).
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